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Annotation. Asymptotic solutions to the nonlocal one-dimensional Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–
Piskunov equation with fractional derivatives in the diffusion operator are constructed. Fractional 
derivative is determined in accordance with the Weil, Grunwald–Letnikov and Liouville approaches. 
Asymptotic solutions in a class of functions that are perturbations of a quasi-steady-state exact solution are 
found. The asymptotics constructed tend to this quasi-steady-state solution at large times. It is shown that 




Нелокальное обобщенное уравнение Фишера–Колмогорова-Петрова-Пискунова (ФКПП) [1, 2] с 
аномальной диффузией [3] можно записать в виде: 




u x t Du x t au x t u x t b x y u y t dy 

    . (1) 
Здесь и далее дробная производная понимается в смысле производной Вейля для периодических 
функций [3]. Функция влияния ( , ) ( )b x y b x y    предполагается чётной, ( ) ( )b x b x   , и разложимой в 
ряд Фурье:  






















  , (2) 
где /m m l   .  Будем искать решение уравнения (1) в виде разложения в ряд Фурье  
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   . (3) 
Подставим разложения Фурье (2), (3) в уравнение (1). Для этого вычислим дробную производную 
( , )u x t  с помощью разложения (3) в соответствии с правилом вычисления дробной производной по 
Вейлю [3]: 
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    . (4) 




  . Продифференцируем соотношение (3) по 
времени, воспользовавшись уравнением (1) и разложениями (2) и (3) для коэффициентов ( )k t  (3) 
получим систему дифференциальных уравнений  
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        (5) 
где  = .k ka D i a

   Система (5) допускает решение вида  
 
















=0 00 0β | = β δ .k t k  (6) 
Сделаем в системе уравнений (5) замену переменных =t T  (T – характерное время эволюции  системы). 








. Будем искать асимптотические решения 
k   
получившейся системы при T   в виде  
 (0) (1)
1
( ) = ( , ) ( , ) ...,k k kt
T
          (7) 
где функции ( ) ( , )mk    подлежат определению. Переменную τ можно интерпретировать как «медленное 
время», а переменную = ( )T    как «быструю» переменную. С учетом правил дифференцирования 
сложной функции получим  
(0) (1) (0) (1) (0) (1) (0) (1)
=
1 1 1 1 1
... = .k k k k k p k p k p p p
p
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        
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   
Приравняв слагаемые при одинаковых степенях 1/T  и решив полученные уравнения , запишем 
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Здесь ( ) = , = ( ) = .a T at       Разложение (7) в силу (3) индуцирует разложение решения: 
  (0) (1)
1
( , ) = ( , ) ( , ),u x t u x t u x t
T
   (9) 
где (0) ( , )u x t определено в (8), а (1) ( , )u x t  вещественна и определена  выражением 
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     
 
. Поставим для уравнения  (1) задачу Коши, положив 
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( , ) | = ( ) = exp( )tu x t x x
T
    ,  20( , ) = exp ( )b x y b x y   , 0,5a  , 20T  , 0,01D  , 0 1.b   
Графики функции ( , )u x t  для различных  приведены на рис.1. 
 
  
Рис. 1. Плотность распределения ( , )u x t  в моменты времени 15t   (а), 20t   (б) для различных α 
Как видно из рис. 1, из начального симметричного распределения гауссовского типа с одним пиком в 
процессе эволюции, как и в случае обычной диффузии [2], формируется распределение с 
дополнительными пиками, поведение которых зависит от порядка дробной производной. Высота этих 
пиков увеличивается по сравнению с высотой пиков при обычной диффузии ( 2  ), и распределение 
перестает быть симметричным Чем ниже порядок дробной производной, тем больше смещение графика 
по сравнению с обычной диффузией и сильнее отклонение от стационарного состояния.[4] 
Подставим функцию ( , )u x t  в уравнение (1) и получим 




u x t Du x t au x t u x t b x y u y t dy g x t 

      
Функция ( , )g x t называется невязкой уравнения и имеет вид: 
00
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На рис.2 изображена норма || ( , ) ||g x t  – в 
пространстве 
1[ , ]L l l .
 Нетрудно заметить, что 
норма невязки стремится к нулю, а 
следовательно приближенное решение 
стремится к точному 
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